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I Homogenni Burgersova rovnice

Burgersova rovnice je jednou ze zakladnich rovnic hydrodynamiky. Jedna se o nelinedrni parcialni
diferencialni rovnici druhého fadu. Rovnice je pojmenovana po holandském matematikovi Johannovi
Martinusovi Burgersovi (1895-1981)[2].

Pro odvozeni homogenni Burgersovy rovnice muzeme pouzit rovnici kontinuity (I.2)- zdkon zachovani

hmotnosti. Vezméme v tekutiné libovolny element (2. Pak jisté bude platit nasledujici rovnost

—/@udQ:/ de:/V-fdQ, (1.1)
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kde u(x,t) je hustota tekutiny v misté x' a v ¢ase t a f(u) = u-v € C(R) je funkce modelujici

plosnou hustotu proudu tekutiny a dS myslime povrchovy element 2. Nebot jsme volili element

zcela libovolné, rovnice (I.1) na ném nezavisi. Potom tedy muzeme psat rovnici kontinuity takto
Oou+V-f=0. (I.2)
V jedné dimenzi muzeme rovnici (1.2) psat jako
O+ O, f (u) = 0.
Modelujeme-li f(u) = %uZ obdrzime Burgersovu rovnici (1.3), kterou jsme tesili.
Ou~+u - Opu =0 (L.3)

Poznamenejme jesté, ze rovnice (1.3) je v jedné dimenzi specidlnim piipadem obecné PDE 2. fadu

O+ Opf (u) = vd2 u.

I.1 Zadani ulohy:

Méjme Burgersovu rovnici ve tvaru
Ou+u-0,u=0 (L.4)

na [0; 00) x R a pocéateéni podminku u(0; xg) = ug(xo) na {0} x R. Hledame jeji partikularni feseni.
I.1.1 Analytické reSeni

Pokusme se nyni vyfesit Burgersovu rovnici analyticky. K feseni pouzijeme notaci zavedenou v Ref.
[1] na strané 105 formule (31).

Ytuénym fezem pisma myslime vektor



1. Rovnici prepiseme do zavedené symboliky[l]. Volime-li tedy x = x(s), z(z,s) = u(x(s)) a
p(s) = (Osu(x(s), Oyu(x(s))), (tuénym fezem pisma myslime vektory) muzeme rovnici piepsat
do tvaru

Ou~+u- Opyu =0 ~ F(p(s), z(s),x(s)) = 0.
Tedy
F(p(8)7 Z(‘S)?X(S)) =p1+2zp2=0 (15)

2. Dle Ref. [1] lze najit mnozinu kiivek na kterych je feseni rovnice (I.3) konstantni. Tyto kiivky
nazyvame charakteristiky. Dale dle ref. [1] pro nalezeni charakteristik x = z(s, C') plati soustava
ODE 1 (L6).

p(s) = —D.F(p(s), 2(s),x(s)) — D:F(p(s), z(
(s) = DyF(p(s), (s
X(s) = DpF(p(s
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Aplikaci (I.6) na nasi rovnici dostavame tuto soustavu rovnic.
P = (—pip2, —Pg)
x = (1,2) (L.7)
Z=Dp1+ 2p2
3. Podle zadani vime, ze 2 =0 — z = konst. = E.
4. Druh4 a tfeti rovnice ze systému (1.7) maji feSent:
r=s+D z1(0)=0 = x;=s
9 =FEs+C (L.8)
z=F = up(xg)
kde C, D, E € R jsou pro nas konstanty a s € [0;00) je parametr.
5. Vratime-li se k puvodnim proménnym s = ¢, © = x5 a prepiSeme-li rovnice (I.8) lze psat
x(t, z0) = ug(xg) -t + C VC e R,t € [0,00)
Vime-li déle, ze u(t = 0, z9) = up(zo), muzeme najit parametr C' jako:

xo = Up(z9) -0+ C

C= Zg-
6. Resenf nasf rovnice lze tedy psat jako
x = ug(xg) - t + x9 (1.9)
u(z,t) = up(wo) (1.10)

Resenf jsme tedy nasli v implicitnim tvaru. Chceme-li znat funkénf hodnotu feseni v bodé (z, t)
je tieba vyjadrit z (1.9) xy a dosadit do formule (I1.10).



I.1.2 Numerické feSeni

Nyni jsme hledali feseni rovnice (I.3) numericky. Zfejmé muzeme piepsat tuto rovnici na tvar

t
Ou = —u - Oyu — u=uy— / u(z, s) - Oyu(z, s)ds (I.11)
0
Rovnost u = uy — fo ) - Opu(z, s)ds uz muzeme fesit numericky napf. obdelnikovou formuli I.13.
t
u = ug — krok - Z u(z,i) - Opu(x,i). (I.12)
i=0

Dale lze pouzit aproximaci derivace centralni aproximaci d,u(zx,7) = u(z( +1’Qd_tx(j 14 Vyraz (1.13)

pak prejde do tvaru

: (J+1,4) —x(j —1),4)
u(z,i+ 1) = ug(x) — krok - Z u(x, 1) w7 :

Déle uvadime m-script pro feseni v programu GNU Octave. Na obrézcich Obr. 1.1.2 a je vykresleno
feSeni ulohy pro ¢t = 0 a pro t = 1.03. Na Obr. je znazornéno feseni rovnice pro poc¢atecni podminku
up(z) = atan(x) interval (¢t € [0;0,05]). Zde je vidét jak numerické feseni nedovede zachytit mno-

hoznacénost reseni.

dt=10"(-3);
dx=10"(-1);
T= 0.03;

X= —6:dx:6;

cas= 0:dt:T;

u= zeros (length(cas),length(x));
uu= zeros (length(x));

fix= length (cas);

poc= sin (x);

u(l, :)= poc;

pom dt/ (dx=*2) ;

for i= 1:1: (length(cas)-1)

akt = u(i, :);



lev = [akt akt(length(akt))]; lev(l) = [1;
prav = [akt (l) akt]; prav(length(prav)) = [];

new = akt - pomxakt.x(lev - prav);

u(i+l, :) = new;

end

uu= u(fix, :);

plot (x,uu);

plot (x,uu,"-r;u(t=0.03,x);",x, sin(x),"-b;u(t=0,x);");

xlabel (! souradnice x')

ylabel (Reseni u(x,t)’)
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Obr. 1: Vysledné teseni v case 0.03 a pocdteéni Teseni sin(x)
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II Seskok Felixe Baumgartnera

14. tijna 2012 v Roswellu v americkém staté Nové Mexiko vystoupal rakusan Felix Baumgartner v
névratové kapsli nesené héliovym balénem do vysky kolem 39 000 m, odkud sesko¢il.[2]. Pfi volném
padu se mu podafilo prekonat rychlostni rekord. Felixovi Baumgartnerovi se podaftilo pii tomto

seskoku prekonat rychlost zvuku ve vzduchu.

II.1 Matematicky model:

Pro modelovani padu F. B. lze pozit 2. Newtonuv pohybovy zdkon. Je-li h(t) vyska ve které se

nachéazi parasutista F. B. pak lze sestavit diferencialni rovnici ve tvaru:
1
m-OLh(t) = —m - g+ §CSp(h)(8th(t))2. (I1.13)

kde C € R je koeficient odporu vzduchu, S € R je maximdlni pri¢ny prufez paraSutisty a p = p(t) €
C(R) je hustota vzduchu v bodeé h.

Ukdzeme nyni modeldz funkce p = p(h). Z Eulerovych rovnic hydrodynamiky plyne nésledujici
rovnice: J

£ =—p(h) - g.
kde p = p(h) je hodnota atmosferického tlaku ve vysce h. Vime-li, Ze py je hodnota atmosferického
tlaku v nulové vysce (tuto vysku predpoklddame jako dopadovou parasutisty), muzeme psat zavislost
atmosferického tlaku na vysce h brat ve tvaru:

9rQ

p(h) =po-e 7
Ekvivalentné muzeme chapat formuli pro hodnotu hustoty vzduchu ve vysce h jako

_9rP0p

p(h) =po-e r ", (I1.14)

Uloha je tedy modelovana nasledujici ODE 2. fadu ve tvaru

D2h(t) = —g+ %CSp(h)(ath(t))Z. (I1.15)

IT1.1.1 Numerické feSeni

Diferencidlni rovnici jsme tesili numericky pomoci software GNU Octave. K feSeni jsme uzili Ral-
stonovu metodu[l]. Podle ref [1] (str.14) se jednéd o titkrokovou (poc¢itdme hodnotu ve 3 bodech

fce f) jednobodovou (potfebujeme jeden predchozi bod) explicitni Runge-Kuttovu metodu. Je tedy
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podminéné stabilni. Nasledné uvadime kéd programu, ktery obsahuje mimo jiné i volbu konstant. Na
obrézcich ¢. I1.1.1, I1.1.1 a II.1.1 jsou znazornény vysledné zavislosti h = h(t) (Obr. I11.1.1), v = v(¢)
(Obr. I.1.1) a h = h(t) (Obr. I1.1.1).

dx = 1;

dt = 0.2;

H = 39000;

vel = 1000;

h = zeros(vel);

v = zeros(vel);

a = zeros(vel); T=dtx(vel-1);
k1l = zeros(vel);
k21 = zeros(vel);
k12 = zeros(vel);
k22 = zeros(vel);
k13 = zeros(vel);
k23 = zeros (vel);

t = 0:dt:T;

C = 0.8;

S = 0.65%x0.45;

g = 9.81;

p0 = 101325;

r0 = 1.29;

m = 90;

K = (CxS*r0)/ (2+m);
L = (r0*g)/ (p0);
h(l)= H;

v(l)= 0;

for i= 1l:length (h)

if h(i)>0

k21(i) = —g + Kxexp (=Lx (h(1)))*((v (1)) "2);

k22 (i) = —g + Krexp (-Lx (h(1i)+0.5%dt*xk11(1)))*((v(1i)+0.5xdt*k21(i))"2);

k23 (i) = —g + Kxexp (-Lx (h(i)+(3/4)*dt+xk12(i)))*((v(1)+(3/4)~dt*k22(1))"2);
k11(i) = v (i),

k12 (i) = v(i)+0.5xdt*k21(1);

k13 (1) v(1)+(3/4)«dt+k22 (1) ;



h(i+1) h(i) + (1/9)xdtx (2+xk11(1)+3xk12(1)+4xk13(1));
v(i+l) = v(1) + (1/9)*dtx(2+k21 (1) +3%k22 (1) +4xk23(i));

endif

end

a(l) = (v(2) — v(1))/(dt);

for i= 2:length (h)

if h(i)>0

a(i) = (v(1i-1)-v(1i+1))/ (2«dt);
endif

end

figure (1)

plot (t, h,’'x");

title (' Zavislost vysky h na case’);
xlabel ('Cas [s]');

ylabel ('Vyska h [m]’);

figure (2)

plot (t, v, 'b’);

title (' Zavislost rychlosti v na case’);
xlabel ("Cas [s]’);

ylabel ('Rychlost [m/s]’);

figure (3)

plot (t, a, 'b");

title (' Zavislost zrychleni v na case’);
xlabel (' Cas [s]');

ylabel (! Zrychleni [m/s"2]7);

Zavér

1

Dle provedenych vypoctu dosdhne Felix Baumgartner rychlosti cca. 390 m - s™ v case kolem cca. 50

s, coz odpovida vysce cca. 25 km.



Vyska h [m]

Rychlost [m/s]
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Obr. 2: Vislednd zavislost visky na case
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Obr. 3: Vyslednd zdvislost rychlosti na case




Zavislost zrychleni v na case
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III Duffingova rovnice
Duffingova rovnice je nelinedrni model oscilatoru a ma tvar:
i+ 6@ + az + Br® = v cos(wt) (I11.16)

kde «, 3,7,0 jsou konstanty. Rovnice muze napiiklad popisovat vychylku z rovnovazné polohy me-
chanického oscilatoru. Clen s koef. a odpovidé odporové (vratné) sile pruziny, koeficient 8 charak-
terizuje " tvrdnuti” (5 > 0) ¢i "méknuti” (8 < 0) pruziny, ¢len s § je imérny odporové sile tlumice a

koeficient v predstavuje amplitudu budici sily a w predstavuje iihlovou frekvenci.

Odvozeni:

Mé¢jme mechanicky oscilator, ktery je reprezentovan hmotnym bodem o hmotnosti m a tlumici sous-
tavou ocelovd pruzina o tuhosti K(x) s hydraulickym tlumicem s koeficientem tlumeni A. Déle

predpokladejme ze tuhost pruziny je popsana formuli
K(z) = Az + B2

kde x je vychylka z rovnovazné polohy hmotného bodu o hmotnosti m. Predpokladame-li déle, ze
tento oscilator budime harmonickou silou Fg = I' cos(wt). Pak muzeme psat pohybovou rovnici pro

tento oscildtor (druhy Newtonuv pohybovy zakon) ve tvaru
mi = —Ai — (Ax + Ba®) + T cos(wt). (I11.17)

Zavedeme-li A=m-«a, B=§-m,'=v-ma A =¢-m, mizeme rovnici (III.17) ptepsat do tvaru
(IIL.16).

II1.1 Numerické FeSeni rovnice

Rovnici (II1.16) jsme fesili numericky v programu GNU Octave. Nejprve jsme k vypoétu pouzili Ral-
stonovu metodu[l] (explicitni metodu typu Runge-Kutta), uzitou jiz v podkapitole I1.1.1 a nasledné
metodu ”centralni diference”. Pro srovnani jsme vysledky vynesli do jednoho grafu (Obr. 5 az
Obr. 7?). Nyni ukdzeme pouze metodu centralni diference. Polozime-li & = v muzeme rovnici 2.

radu prepsat na soustavu prvniho fadu ve tvaru

T=0

b = —01 — ax — B’ + 7 cos(wt). (II1.18)
Soustavu muzeme Fesit numericky pouzijeme-li centralni diferenci misto ¢asové derivace. Pokladame
tedy

z(t(i+1)) —z(t(@ — 1))
2dt '

T =

11



Nyni uvadime zdrojovy kod vypocétu v programu Octave.

x0= input (' Zadejte x0:7);
v0= input (' Zadejte v0:7);

dt = 0.01;
vel = 1000;
X = zeros (vel);
v = zeros(vel);

T= dt* (vel-1);

% RALSTONOVA METODA

k1l = zeros(vel);
k21 = zeros(vel);
k12 = zeros(vel);
k22 = zeros(vel);
k13 = zeros(vel);
k23 = zeros (vel);

t = 0:dt:T;

a= b5;
b= 4;
g= 57
de=2;
o= 0y
x(1)= x0;
v(l)= vO0;

for i= 1l:length(t)

k21 (1) gxcos (o* (t(i)))—dex(v(i))—ax(x(1i))-b*x(x(i))" 3;
k22 (i) = gxcos(ox(t(i)))—-dex(v(i)+0.5+xdtxk21 (1)) —-ax*(x (1)
+0.5+xdtxk11 (1)) -b*x(x(1)+0.5«dt+xk11 (1)) "3;

k23 (i) = gxcos(ox(t(i)))-dex (v (i)+(3/4)*dt*xk22 (1)) —ax* (x (1)
+(3/4) «dt*k12 (1)) -bx (x(i)+(3/4)»dt+k12 (1)) "3;

k11 (i) = v(i);

k12 (i) = v(1i)+0.5+«dt«k21(1);

)
)
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k13 (1) v(i)+(3/4)«dt*k22(1);

x(i+1) x(1) + (1/9)+dtx(2+k11(1)+3xk12(1i)+4%k13(1));
v(i+l) = v(i) + (1/9)*dt*(2+k21(1)+3%k22 (1) +4%k23(1));

end

SMETODA CENTRALNI DIFERENCE
dtt=0.001; ca= dttx(vel-1);

p= vel;

xx= zeros (l,p);

y= zeros(l,p);
tt=0:dtt:T;

d= length(xx) - 1;

xx (1)= x0;

y(1l)= vO;

xx(2) = xx (1) + dttx(y(1));

y(2)= y(1) + dttx (- dexy(l) - asxx(l) - bx((xx(1))"3) + gxcos(oxtt(1)));

%$0dhad 2 bodu

for j= 2:d
xx (J+1) = xx(j-1) + 2xdttx(y(J));
y(J+1)= y(j-1) + 2xdttx (- dexy(]J) - a*xx(J) - bx((xx(j))"3) +

o)

g*xcos (oxtt (J))); % Vypocet dalsich bodu

end
% overeni pomoci solveru
options = odeset ('RelTol’,le-4,’AbsTol’,1le-4);
[t, xxx] = oded5(duffezad, [0 T], [x0 v0],options);

plot (xx,y,"-r", x,v,"-b",xxx(:,1),xxx(:,2),""-g"")
title (' Zavislost rychlosti na poloze’);

xlabel ("Poloha x [m]’");

ylabel (' Rychlost h [m/s]’);
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Zavislost rychlosti na poloze
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Obr. 5: Reseni Duffing. rovnice pro poédtecni podminky zo =5 a vy = 8
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Obr. 6: Reseni Duffing. nehomogenni rovnice pro pocdtecni podminky o = 0,1 a vo = 0, 1
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Zavislost rychlosti na poloze
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Obr. 7: Porovndni reSeni Ralston. a RK/-5 metody pro pocdtecni podminky xo =0,2 a yg=>5

Obr. 5 a Obr. 6) ukazuji feseni rovnice (II1.16) pro a = 5, = 4,7y = 3, = 2 a w = 6. Modra
ktivka vzdy odpovida feseni pomoci Ralstonovy metody, ¢ervena kiivka pak odpovida feSeni pomoci
centralni diference. Na Obr. 5 je znazornéno tfeseni pro pocateéni podminky zo = 5 a vy = 8. Zde
zjevné dochézi k postupnému utlumeni az do stavu, kterému fikame atraktor, ¢ili pevny bod zobrazeni
(IT1.18). Obr. 6 ukazuje fazovy portrét pro buzeny oscildtor pro pociteéni podminky xq = 0.1 a

vg = 0.1. Pro oba pripady zjevné dochazi k vytvoreni atraktoru.

Zavér

Tato simulace porovnava Ralstonovu metodu (modra kiivka) a ”primitivni” metodu centralni difer-
ence (Cervend kiivka). Vysledné zavislosti ukazuji, ze Ralstonova metoda déva reseni, kterd ”rychleji”

konverguji ke svému pevnému bodu. Tento fakt asi nejlépe demonstruje Obr. 5.

Nakonec jsme jesté porovnali Ralstonovu metodu s jinou Runge-Kuttovou metodou, implemento-
vanou v GNU Octave. Pouzita ode45 je procedura ktera uziva ¢tyikrokovou pétibodovou explicitni
R-K metodu (RK4-5). Obr. 7 ukazuje srovnani této metody (zelena kiivka) s uzitou Ralstonovou
metodou (Cervend kiivka) s krokem dt = 0,01 s (pro obé metody) pro po¢atecni podminky zg = 0.2
a vg = 5. Obé metody jsou stabilni a dévaji podobné vysledky. Na Obr. 8 je vykresleno feSeni
vSech ti1 metod pro tyto pocateéni podminky, kde jsme jsme pouzili krok dt = 0,001 s pro metodu
centralni diference a krok dt = 0,01 s pro metodu Ralstonovu. Procedura pro RK4-5 méni krok dy-

namicky. Pro presnéjsi feseni metody centralni diference jsme museli pouzit desetkrat jemnéjsi krok,
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Zavislost rychlosti na poloze
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Obr. 8: Porovnanit reseni Ralston., centrdlni diference a RK4-5 metody pro pocdtecni podminky xo =
O, 2a Yo = 5}

abychom dosahli priblizné stejné presnosti jako metoda RK4-5 a Ralstonova metoda. Pro vypocet

bychom proto doporucili radéji metodu RK4-5, pripadné Ralstonovou metodu, které pocitaji daleko

efektivnéji.
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